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Ðàáîòà ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êâàçè-ñâîäèìîñòè è ñòðóêòóðû
êâàçè-ñòåïåíåé, à òàêæå èçó÷åíèþ ìíîæåñòâ èç ðàçëè÷íûõ óðîâíåé èåðàð-
õèè Åðøîâà, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì îòíîñèòåëüíîé ïåðå÷èñëèìîñòè.
Êâàçè-ñâîäèìîñòü (Q-ñâîäèìîñòü) áûëà ââåäåíà Òåííåíáàóìîì êàê
îäèí èç ïðèìåðîâ ñâîäèìîñòè, îòëè÷àþùåéñß îò T -ñâîäèìîñòè íà êëàññå
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ. Q-ñâîäèìîñòü ßâëßåòñß åñòåñòâåí-
íûì îáîáùåíèåì ìíîãî-îäíîé ñâîäèìîñòè (m-ñâîäèìîñòè) è ñëåäóþùèì
îáðàçîì ñâßçàíà ñî ñâîäèìîñòüþ ïî ïåðå÷èñëèìîñòè (e-ñâîäèìîñòüþ): åñ-
ëè ìíîæåñòâî A êâàçè-ñâîäèòñß ê ìíîæåñòâó B , òî ω − A e-ñâîäèòñß ê
ìíîæåñòâó ω−B . Êðîìå ýòîãî, íà â.ï. ìíîæåñòâàõ Q-ñâîäèìîñòü âëå÷¼ò
T -ñâîäèìîñòü, íî íå ñîâïàäàåò ñ íåé.
Êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà Q-ñâîäèìîñòè è åå ðàçëè÷íûå ìîäèôèêà-
öèè øèðîêî èçó÷àëèñü Îìàíàäçå1. Ñîëîâüåâ2 ïîêàçàë, ÷òî êîáåñêîíå÷íîå
â.ï. ìíîæåñòâî ßâëßåòñß ãèïåðãèïåðïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî íå ñîäåðæèòñß íè â îäíîì Q-ïîëíîì â.ï. ìíîæåñòâå. Ãèëë è Ìîðèñ3
äîêàçàëè, ÷òî â.ï. ìíîæåñòâî ßâëßåòñß ñóáêðåàòèâíûì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíî ßâëßåòñß Q-ïîëíûì. Áóëèòêî4 èçó÷àë äðóãèå êðèòåðèè
Q-ïîëíîòû â.ï. ìíîæåñòâ. Ñåëèâàíîâ5 óñòàíîâèë ñâßçü Q-ñâîäèìîñòè ñ
èåðàðõèåé Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì â ýòîé
îáëàñòè ñòàëî ðåøåíèå Ìàð÷åíêîâûì6 ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ Q-ñâîäèìîñòè
èçâåñòíîé ïðîáëåìû Ïîñòà î ñóùåñòâîâàíèè íåïîëíîé íåâû÷èñëèìîé â.ï.
1Omanadze R.Sh. Quasi-degrees of recursively enumerable sets // Computability and models:
perspectives east and west (Cooper S.B. and Goncharov S.S. (eds.)).  Kluwer Academic/Plenum
Publishers, 2003.  P. 289-319.
2Ñîëîâüåâ Â.Ä. Q -ñâîäèìîñòü è ãèïåðãèïåðïðîñòûå ìíîæåñòâà //Âåðîßòí. ìåòîäû è êèáåðí. 
Êàçàíü: èçä-âî ÊÃÓ.  1974.  âûï.11.  Ñ. 121-128.
3Gill J.T., Morris P.H. On subcreative sets and S -reducibility // J. Symbolic Logic.  1974.  V.39. 
4.  P. 669-677.
4Áóëèòêî Â.Ê. Î ñïîñîáàõ õàðàêòåðèçàöèè ïîëíûõ ìíîæåñòâ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåðèß ìàòåìà-
òè÷åñêàß.  1991.  Ò.55.  2.  Ñ. 227-253.
5Ñåëèâàíîâ Â.Ë. Îá èíäåêñíûõ ìíîæåñòâàõ â èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî // Òðóäû ÈÌ ÑÎ ÀÍ
ÑÑÑÐ.  1982.  Ò.2.  3.  Ñ. 135-158.
6Ìàð÷åíêîâ Ñ.Ñ. Îá îäíîì êëàññå íåïîëíûõ ìíîæåñòâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè.  1976.  Ò.20.
 4.  Ñ. 473-478.
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ñòåïåíè.
Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû Q-ñòåïåíåé âîçíèê
ïîñëå ðàáîò Äîáðèöû è Áåëåãðàäåêà, â êîòîðûõ èññëåäîâàëàñü ñâßçü Q-
ñâîäèìîñòè è àëãåáðàè÷åñêèõ îòíîøåíèé ìåæäó ãðóïïàìè. Äîáðèöà7 äî-
êàçàë, ÷òî äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà X ⊆ ω ñóùåñòâóåò ãðóïïà G , ïðîáëå-
ìà ðàâåíñòâà ñëîâ êîòîðîé èìååò òó æå Q-ñòåïåíü, ÷òî è X .
Ïîçæå Ìàêèíòàéð8 ïîêàçàë, ÷òî äëß ëþáûõ âû÷èñëèìî ïðåäñòàâè-
ìûõ ãðóïï G è H , ïðîáëåìû ðàâåíñòâà ñëîâ â êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíè
g è h ñîîòâåòñòâåííî, åñëè g <T h , òî G ßâëßåòñß ïîäãðóïïîé ëþáîé
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîé ãðóïïû, ïîäãðóïïîé êîòîðîé ßâëßåòñß è H .
Áåëåãðàäåê9 ïîêàçàë, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî, íî ñòàíîâèòñß âåðíûì, åñ-
ëè T -ñâîäèìîñòü çàìåíèòü íà Q-ñâîäèìîñòü. Îí ïîêàçàë, ÷òî äëß ëþáûõ
âû÷èñëèìî ïðåäñòàâèìûõ ãðóïï G è H , åñëè G ßâëßåòñß ïîäãðóïïîé ëþ-
áîé àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîé ãðóïïû, ïîäãðóïïîé êîòîðîé ßâëßåòñß H ,
òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ â ãðóïïå G êâàçè-ñâîäèòñß ê ïðîáëåìå ðàâåí-
ñòâà ñëîâ â ãðóïïå H . Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åíèå ëþáûõ
ðåçóëüòàòîâ î ñòðóêòóðå â.ï. Q-ñòåïåíåé äàåò îäíîâðåìåííî ðåçóëüòàòû
î ñâîéñòâàõ êëàññîâ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûõ ãðóïï.
Èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû Q-ñòåïåíåé â.ï. ìíîæåñòâ áû-
ëî íà÷àòî Ôèøåðîì è Àìáîñ-Øïèåñîì10, êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî âåðõíßß
ïîëóðåøåòêà â.ï. Q-ñòåïåíåé íå ßâëßåòñß äèñòðèáóòèâíîé è íå ßâëßåò-
ñß ðåøåòêîé. Ïåðâûå ñåðüåçíûå ôàêòû îá ýòîé ñòðóêòóðå ïîëó÷èëè Äî-
óíè, Ëàôîðò è Íèåñ11, êîòîðûå èçó÷èëè âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèß íèæíèõ
ãðàíåé â óïîðßäî÷åíèè Q-ñòåïåíåé, äîêàçàëè òåîðåìó ïëîòíîñòè â.ï. Q-
7Äîáðèöà Â.Ï. Î ïðîáëåìå ðàâåíñòâà ñëîâ íà ðåêóðñèâíî îïðåäåëåííûõ ãðóïïàõ // Òðåòüß Âñåñ.
êîíô. ïî ìàò. ëîãèêå. Òåçèñû äîêëàäîâ.  Íîâîñèáèðñê.  1974.  Ñ. 63-65.
8Macintyre A. Omitting quantiﬁer free types in generic structures // J. Symbolic Logic.  1972.  V.37.
 P. 512-520.
9Áåëåãðàäåê Î.Â. Îá àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ãðóïàõ // Àëãåáðà è ëîãèêà.  1974.  Ò.13.  3.
 Ñ. 239255.
10Fischer P., Ambos-Spies K. Q -degrees of r.e. sets // J. Symb. Logic.  1987.  V.52.  1.  P. 317.
11Downey R., LaForte G.L., Nies A. Computably enumerable sets and Quasi-reducibility // Ann. of
Pure and Applied Logic.  1998.  V.95.  P. 1-35.
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ñòåïåíåé è ïîêàçàëè, ÷òî RQ èìååò íåðàçðåøèìóþ òåîðèþ ïåðâîãî ïî-
ðßäêà. Èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû Q-ñòåïåíåé n-â.ï. ìíîæåñòâ
áûëî íà÷àòî Àðñëàíîâûì è Îìàíàäçå12, êîòîðûå èññëåäîâàëè ðßä ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ ýòîé ñòðóêòóðû.
Äðóãîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ñâßçàíî ñ
èçó÷åíèåì ìíîæåñòâ èç ðàçëè÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè Åðøîâà, îáëàäàþ-
ùèõ ñâîéñòâîì îòíîñèòåëüíîé ïåðå÷èñëèìîñòè.
Â óæå ñòàâøèõ êëàññè÷åñêèìè ðàáîòàõ Þ.Ë. Åðøîâ13 ïîñòðîèë
èåðàðõèþ ìíîæåñòâ, ðàñïîëîæåííûõ íèæå ∅′ , òåïåðü èçâåñòíóþ â ëèòå-
ðàòóðå êàê "èåðàðõèß Åðøîâà". Ìåñòî ìíîæåñòâà A â èåðàðõèè îïðåäå-
ëßåòñß ïî êîëè÷åñòâó èçìåíåíèé â àïïðîêñèìèöèè ìíîæåñòâà. Êàê îêà-
çàëîñü, âîçíèêàþùàß èåðàðõèß ìíîæåñòâ èñ÷åðïûâàåò âñþ ñîâîêóïíîñòü
ìíîæåñòâ, ðàñïîëîæåííûõ ïî òüþðèíãîâîé ñâîäèìîñòè íèæå ∅′ . Êàæäûé
ñëåäóþùèé óðîâåíü èåðàðõèè ñîäåðæèò âñå ïðåäûäóùèå, íî íå ñîâïàäàåò
íè ñ îäíèì èç íèõ.
Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà èåðàðõèè Åðøîâà øèðîêî èçó÷àëèñü Àðñëàíî-
âûì, Äæîêóøåì, Êðàìåðîì, ËàÔîðòîì, Ëåìïïîì, Ñåëèâàíîâûì, Ñëàìà-
íîì, Ñîëîâååì, Ñîàðîì, Õààñîì, Øîðîì, Ýïøòåéíîì14 è äðóãèìè.
Â ñâîåé ðàáîòå Àðñëàíîâ, ËàÔîðò è Ñëàìàí15 äîêàçàëè, ÷òî åñëè
B ∈ ∆−1ω , C - â.ï. îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî A <T C è B ≤T C , òî ñó-
ùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî D ∈ Σ−12 , ÷òî B ≤T D ≤T C . Ýòîò ðåçóëüòàò
ïîêàçûâàåò, ÷òî äëß ëþáîãî n > 1 ñòåïåíü n-â.ï. ìíîæåñòâà, êîòîðàß
ßâëßåòñß âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé â.ï. ñòåïåíè,
ëåæàùåé íèæå åå, ßâëßåòñß 2-â.ï. ñòåïåíüþ. Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëü-
12Arslanov M.M., Omanadze R.Sh. Q-degrees of n-c.e. sets // Illinois Journal of Mathematics.  2007.
 V.51.  4.  P. 1189-1206.
13Åðøîâ Þ.Ë. Îá îäíîé èåðàðõèè ìíîæåñòâ, I // Àëãåáðà è Ëîãèêà.  1968.  Ò.7. 3.  Ñ. 47-75.
Åðøîâ Þ.Ë. Îá îäíîé èåðàðõèè ìíîæåñòâ, II // Àëãåáðà è Ëîãèêà.  1968.  Ò.7. 4.  C. 15-48.
Åðøîâ Þ. Ë. Îá îäíîé èåðàðõèè ìíîæåñòâ, III // Àëãåáðà è Ëîãèêà.  1970.  Ò.9.  1.  Ñ. 34-52.
14Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ñì. â Àðñëàíîâ Ì.Ì. Èåðàðõèß Åðøîâà. Ñïåöêóðñ äëß ñòóäåíòîâ ìåõìàòà. 
Êàçàíü: Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 2007  86 ñ.
15Arslanov M.M., LaForte, G.L., Slaman, T.A. Relative enumerability in the diﬀerence hierarchy // J.
Symbolic Logic.  1998.  V.63.  P. 411-420.
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íàß ïåðå÷èñëèìîñòü íà êîíå÷íûõ óðîâíßõ èåðàðõèè Åðøîâà óìåíüøàåò
"ñëîæíîñòü” ýòèõ óðîâíåé. Äîëãîå âðåìß îòêðûòûì îñòàâàëñß âîïðîñ î
òîì, îáëàäàþò ëè òàêèì æå ñâîéñòâîì ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùèå áåñêî-
íå÷íûì óðîâíßì èåðàðõèè Åðøîâà.
Öåëü ðàáîòû.
Öåëüþ íàñòîßùåé ðàáîòû ßâëßåòñß:
1. Èçó÷åíèå êðèòåðèåâ Q-ïîëíîòû ìíîæåñòâ.
2. Èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû Q-ñòåïåíåé, â ÷àñòíîñòè, âîïðî-
ñîâ èçîëèðîâàííîñòè è íåèçîëèðîâàííîñòè ñòåïåíåé, ðàñùåïëßåìîñòè
ñòåïåíåé, äîïîëíßåìîñòè ñòåïåíåé íàâåðõ è âíèç.
3. Èçó÷åíèå ìíîæåñòâ èç ðàçëè÷íûõ óðîâíåé èåðàðõèè Åðøîâà, îáëà-
äàþùèõ ñâîéñòâîì îòíîñèòåëüíîé ïåðå÷èñëèìîñòè.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß.
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñß ìåòîäû òåîðèè âû÷èñëèìî-
ñòè. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 6, 7, 8, 9, 13, 14, 16 è 18 èñïîëüçóåòñß ìåòîä
ïðèîðèòåòà ñ êîíå÷íûìè íàðóøåíèßìè (ìåòîä 0 ′ -ïðèîðèòåòà). Ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåì 6, 7 è 9 íàðßäó ñ ìåòîäîì ïðèîðèòåòà èñïîëüçóåòñß òàê-
æå ìåòîä ðàçðåøåíèß Åéòñà, àäàïòèðîâàííûé àâòîðîì äëß Q-ñâîäèìîñòè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
1) Äîêàçàíî, ÷òî â.ï. ìíîæåñòâî A ßâëßåòñß Q-ïîëíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàß ôóíêöèß áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê
f ≤Q A , ÷òî ìíîæåñòâî Bf,A = {x|Wg(x) ⊆ A} - â.ï., ãäå g(x) - ôóíêöèß
èç îïðåäåëåíèß êâàçè-ñâîäèìîñòè ôóíêöèè ê ìíîæåñòâó.
2) Äîêàçàíî, ÷òî ìåæäó äâóìß ëþáûìè â.ï. Q-ñòåïåíßìè ëåæèò
2-â.ï. Q-ñòåïåíü, ßâëßþùàßñß îäíîâðåìåííî èçîëèðîâàííîé ñâåðõó è èçî-
ëèðîâàííîé ñíèçó.
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3) Äîêàçàíû ïëîòíîñòü íåèçîëèðîâàííûõ ñíèçó 2-â.ï. Q-ñòåïåíåé
â ñòðóêòóðå â.ï. Q-ñòåïåíåé è ïëîòíîñòü âíèç íåèçîëèðîâàííûõ ñâåðõó
2-â.ï. Q-ñòåïåíåé â ñòðóêòóðå â.ï. Q-ñòåïåíåé.
4) Äîêàçàíî, ÷òî ðàñùåïëßåìûå 2-â.ï. Q-ñòåïåíè ñóùåñòâóþò ïîä
êàæäîé íåíóëåâîé 2-â.ï. Q-ñòåïåíüþ è íàä êàæäîé íåïîëíîé â.ï. Q-
ñòåïåíüþ.
5) Ðåçóëüòàò Àðñëàíîâà, ËàÔîðòà è Ñëàìàíà ðåëßòèâèçèðîâàí íà
áåñêîíå÷íûå óðîâíè èåðàðõèè Åðøîâà è äîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü óñèëå-
íèß óñëîâèé åãî ðåëßòèâèçàöèè.
Íàó÷íàß íîâèçíà.
Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ßâëßþòñß íîâûìè è ñíàáæåíû ïîäðîá-
íûìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Îíè çíà÷èòåëüíî îáîãàùàþò è äîïîëíßþò èç-
âåñòíûå ôàêòû î Q-ñòåïåíßõ è áåñêîíå÷íûõ óðîâíßõ èåðàðõèè Åðøîâà,
êîòîðûå áûëè óñòàíîâëåíû ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü.
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû â ðàçëè÷íûõ îáëàñòßõ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, â îñîáåííîñòè
â òåîðèè àëãîðèòìîâ è òåîðèè ñëîæíîñòè. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè ìîãóò




• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Logic Colloquium 2005" (Àôèíû,
Ãðåöèß, 2005 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèß-2005" (Íîâî-
ñèáèðñê, 2005 ã.);
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• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Logic Colloquium 2006" (Íåéìåãåí,
Íèäåðëàíäû, 2006 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Logic Colloquium 2007" (Âðîöëàâ,
Ïîëüøà, 2007 ã.);
• íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è èòîãîâûõ êîíôåðåíöèßõ êàôåäðû àëãåáðû
è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Â.È. Óëüßíîâà-Ëåíèíà (2005-2008 ãã.).
Ïóáëèêàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â òðåõ ñòàòüßõ [1]-[3] è ÷åòûðåõ
òåçèñàõ [4]-[7], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå â ñîâìåñòíîé ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì è ïðîôåññîðîì
Îìàíàäçå ðàáîòå [3], ïðèíàäëåæàò àâòîðàì â ðàâíîé ìåðå.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà èçëîæåíà íà 106 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç
ââåäåíèß, äâóõ ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ ïàðàãðàôû, è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî
ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, ñîäåðæàùåãî 49 íàèìåíîâàíèé.
Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Âî ââåäåíèè ïðîâåäåí îáçîð èññëåäîâàíèé, ñâßçàííûõ ñ òåìîé äèñ-
ñåðòàöèè, è ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèß è îáîçíà÷åíèß, èñïîëüçóå-
ìûå â ðàáîòå.
Ïåðâàß ãëàâà ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ Q-ïîëíûõ ìíîæåñòâ è àëãåáðà-
è÷åñêîé ñòðóêòóðû Q-ñòåïåíåé.
Â §1.1. èçó÷àþòñß êðèòåðèè Σ01 -Q-ïîëíîòû, Σ02 -Q-ïîëíîòû è Σ03 -
Q-ïîëíîòû ìíîæåñòâ. Ââîäèòñß îïðåäåëåíèå êâàçè-ñâîäèìîñòè ôóíêöèè
ê ìíîæåñòâó, îêàçûâàþùååñß î÷åíü óäîáíûì äëß ôîðìóëèðîâàíèß êðè-
òåðèåâ Q-ïîëíîòû. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà ßâëßåòñß äîêàçà-
òåëüñòâî ñëåäóþùåãî êðèòåðèß êâàçè-ïîëíîòû ìíîæåñòâ:
Òåîðåìà 2. Äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ ω (íå îáßçàòåëüíî â.ï.)
ñëåäóþùèå óñëîâèß ýêâèâàëåíòíû:
1) âñå â.ï. ìíîæåñòâà Q-ñâîäßòñß ê ìíîæåñòâó A,
2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèß f ≤Q A òàêàß, ÷òî (∀x)(Wx 6= Wf(x)) è ìíî-
æåñòâî Bf,A = {x|Wg(x) ⊆ A} - â.ï.
Ñëåäñòâèå 1. Â.ï. ìíîæåñòâî A Q-ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà (∃f ≤Q A)(∀x)(Wx 6= Wf(x)) è ìíîæåñòâî Bf,A - â.ï.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ðåëßòèâèçèðóåòñß íà äðóãèå óðîâ-
íè àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè äëß äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèåâ Σ02 -ïîëíîòû
è Σ03 -ïîëíîòû ìíîæåñòâ:
Òåîðåìà 3. Äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ ω ñëåäóþùèå óñëîâèß
ýêâèâàëåíòíû:
1) âñå Σ02 -ìíîæåñòâà Q-ñâîäßòñß ê ìíîæåñòâó A,
2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèß f ≤Q A òàêàß, ÷òî (∀x)(Wx 6= Wf(x)) è ìíî-
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æåñòâî Bf,A ßâëßåòñß Σ02 .
Ñëåäñòâèå 3. Σ02 -ìíîæåñòâî A Σ02 − Q-ïîëíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (∃f ≤Q A)(∀x)(Wx 6= Wf(x)) è ìíîæåñòâî Bf,A ∈ Σ02 .
Òåîðåìà 4. Äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ ω ñëåäóþùèå óñëîâèß
ýêâèâàëåíòíû:
1) âñå Σ03 -ìíîæåñòâà Q-ñâîäßòñß ê ìíîæåñòâó A,
2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèß f ≤Q A òàêàß, ÷òî (∀x)(Wx 6≡m Wf(x)) è ìíî-
æåñòâî Bf,A ßâëßåòñß Σ03 .
Ñëåäñòâèå 4. Σ03 -ìíîæåñòâî A Σ03 − Q-ïîëíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (∃f ≤Q A)(∀x)(Wx 6= Wf(x)) è ìíîæåñòâî Bf,A ∈ Σ03 .
Òàêæå ýòîò ïàðàãðàô ñîäåðæèò ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííîãî êðèòåðèß
ê òåîðèè ñëîæíîñòè, ãäå ÷åðåç K(x) îáîçíà÷àåòñß áåñïðåôèêñíàß Êîëìî-
ãîðîâñêàß ñëîæíîñòü:
Òåîðåìà 5. Ìíîæåñòâî K = {(x, n)| x ∈ 2<ω, n ∈ ω,K(x) ≤ n}
ßâëßåòñß Q-ïîëíûì.
Â §1.2. èçó÷àåòñß âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèß èçîëèðîâàííûõ 2-â.ï. Q-
ñòåïåíåé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà ßâëßåòñß òåîðåìà î ñóùåñòâî-
âàíèè èçîëèðîâàííûõ îäíîâðåìåííî è ñâåðõó, è ñíèçó 2-â.ï. Q-ñòåïåíåé:
Òåîðåìà 6. Äëß êàæäîé ïàðû â.ï. ñòåïåíåé a <Q b ñóùåñòâóåò
ñîáñòâåííî 2-â.ï. ñòåïåíü d, a <Q d <Q b, òàêàß ÷òî a èçîëèðóåò d
ñíèçó è b èçîëèðóåò d ñâåðõó.
Ïîëó÷åíî èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû, íàãëßäíî ïîêàçûâà-
þùåå îòëè÷èå ïîëóðåøåòêè Q-ñòåïåíåé îò ïîëóðåøåòêè T -ñòåïåíåé.
Ñëåäñòâèå 5. Ñóùåñòâóåò 2-â.ï. ñòåïåíü, êîòîðàß Q-íåñðàâíèìà
íè ñ êàêîé íåòðèâèàëüíîé (îòëè÷íîé îò 0 è 0 ′) â.ï. ñòåïåíüþ.
Â §1.3. ïðîäîëæàåòñß èçó÷åíèå âîïðîñà, çàòðîíóòîãî â ïàðàãðàôå
§1.2., à èìåííî èçó÷àåòñß âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèß íåèçîëèðîâàííûõ 2-â.ï.
ñòåïåíåé. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîãî ïàðàãðàôà ßâëßåòñß äîêàçàòåëü-
ñòâî ïëîòíîñòè íåèçîëèðîâàííûõ ñíèçó 2-â.ï. Q-ñòåïåíåé â ñòðóêòóðå â.ï.
Q-ñòåïåíåé, è äîêàçàòåëüñòâî ïëîòíîñòè âíèç íåèçîëèðîâàííûõ ñâåðõó 2-
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â.ï. Q-ñòåïåíåé â ñòðóêòóðå â.ï. Q-ñòåïåíåé:
Òåîðåìà 7. Äëß êàæäîé ïàðû â.ï. ñòåïåíåé v <Q u ñóùåñòâóåò
òàêàß ñîáñòâåííî 2-â.ï. ñòåïåíü d, ÷òî v <Q d <Q u, è äëß ëþáîé â.ï.
ñòåïåíè w , åñëè w <Q d, òî íàéäåòñß â.ï. ñòåïåíü a <Q d òàêàß,
÷òî a 6≤Q w .
Ñëåäñòâèå 7. Íåèçîëèðîâàííûå ñíèçó 2-â.ï. Q-ñòåïåíè ïëîòíû â
ñòðóêòóðå â.ï. Q-ñòåïåíåé.
Òåîðåìà 9. Äëß êàæäîé â.ï. ñòåïåíè v > 0 ñóùåñòâóåò òàêàß
ñîáñòâåííî 2-â.ï. ñòåïåíü d, ÷òî d <Q v , è äëß ëþáîé â.ï. ñòåïåíè w
íàéäåòñß â.ï. ñòåïåíü a òàêàß, ÷òî d <Q a è d ≤Q w→ w 6≤Q a.
Ñëåäñòâèå 8. Íåèçîëèðîâàííûå ñâåðõó 2-â.ï. Q-ñòåïåíè ïëîòíû
âíèç â ñòðóêòóðå â.ï. Q-ñòåïåíåé.
Òàêæå â ýòîì ïàðàãðàôå ïîñòðîåí ïðèìåð 2-â.ï. Q-ñòåïåíè, êîòî-
ðàß íå èçîëèðóåòñß ñíèçó íå òîëüêî íèêàêîé â.ï. Q-ñòåïåíüþ, à, âîîáùå,
íèêàêîé Q-ñòåïåíüþ.
Òåîðåìà 8. Ñóùåñòâóåò òàêàß ñîáñòâåííî 2-â.ï. ñòåïåíü d, ÷òî
äëß ëþáîé b <Q d íàéäåòñß â.ï. ñòåïåíü a <Q d òàêàß, ÷òî a 6≤Q b.
Â §1.4. èçó÷àþòñß äðóãèå ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû Q-ñòåïåíåé: ðàñùåïëßåìîñòü, äîïîëíßåìîñòü íàâåðõ è
äîïîëíßåìîñòü âíèç. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî ðàñùåïëßåìûå 2-
â.ï. Q-ñòåïåíè ñóùåñòâóþò ïîä êàæäîé 2-â.ï. Q-ñòåïåíüþ a > 0 è íàä
êàæäîé â.ï. Q-ñòåïåíüþ b < 0′ .
Òåîðåìà 13. Ïóñòü A è B - òàêèå â.ï. ìíîæåñòâà, ÷òî A −
B 6≡Q ∅. Òîãäà A ßâëßåòñß íåïåðåñåêàþùèìñß îáúåäèíåíèåì òàêèõ â.ï.
ìíîæåñòâ A0 è A1 , ÷òî Ai − B ≤Q A − B è Ai − B 6≤Q A1−i − B ,
i = 0, 1.
Ñëåäñòâèå 11. Ïîä ëþáûì 2-â.ï. ìíîæåñòâîì A−B 6≡Q 0 ñóùå-
ñòâóåò ðàñùåïëßåìàß 2-â.ï. ñòåïåíü.
Òåîðåìà 14. Ïóñòü A - òàêîå â.ï. ìíîæåñòâî, ÷òî K 6≤Q A.
Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íå âû÷èñëèìûå â.ï. ìíîæåñòâà A0 è A1 , ÷òî
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A⊕A0 6≤Q A⊕A1 , A⊕A1 6≤Q A⊕A0 è A0 è A1 îáðàçóþò ìèíèìàëüíóþ
ïàðó â â.ï. Q-ñòåïåíßõ.
Ñëåäñòâèå 12. Ïóñòü a < 0′ - â.ï. Q-ñòåïåíü. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ðàñùåïëßåìàß â.ï. ñòåïåíü íàä a.
Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî êàæäàß Π02 Q-ñòåïåíü a, 0 < a < 0′, îáðà-
çóåò ìèíèìàëüíóþ ïàðó â â.ï. ñòåïåíßõ ñ íåêîòîðîé ∆02 Q-ñòåïåíüþ b ,
íåñðàâíèìîé ñ a . Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî êàæäàß Π02 Q-ñòåïåíü ßâëß-
åòñß äîïîëíßåìîé âíèç â â.ï. Q-ñòåïåíßõ.
Òåîðåìà 15. Äëß êàæäîãî Π02 -ìíîæåñòâà A, ∅ <Q A <Q ∅′ , ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ∆02 -ìíîæåñòâî B , ÷òî A|QB è äëß âñåõ â.ï. ìíîæåñòâ
X , åñëè X ≤Q A&X ≤Q B , òîãäà X ≤Q ∅.
Äîêàçàíà òåîðåìà, ïîêàçûâàþùàß, ÷òî â Òåîðåìå 15 â îáùåì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî B íåëüçß ñäåëàòü â.ï. ìíîæåñòâîì, ò.å. ÷òî åå ðåçóëüòàò íå
ìîæåò áûòü óñèëåí â ýòîì íàïðàâëåíèè.
Òåîðåìà 16. Ñóùåñòâóåò òàêîå â.ï. ìíîæåñòâîì A <Q K , ÷òî
äëß âñåõ íåâû÷èñëèìûõ â.ï. ìíîæåñòâ We ñóùåñòâóåò òàêîå íåâû÷èñ-
ëèìîå â.ï. ìíîæåñòâî Xe , ÷òî Xe ≤Q A è Xe ≤Q We .
Âòîðàß ãëàâà ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ ìíîæåñòâ èç ðàçëè÷íûõ óðîâíåé
èåðàðõèè Åðøîâà, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì îòíîñèòåëüíîé ïåðå÷èñëèìî-
ñòè.
Â ýòîé ãëàâå äàåòñß èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà âîçìîæíûå ðåëßòè-
âèçàöèè ðåçóëüòàòà Àðñëàíîâà, ËàÔîðòà è Ñëàìàíà íà êëàññû ìíîæåñòâ
∆vn , ãäå vn(n > 1) - ïðîèçâîëüíûå îáîçíà÷åíèß êëèíèåâñêîé ñèñòåìû äëß
ωn ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçàíî, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ðåëßòèâèçèðîâàí â ñëåäó-
þùåé ôîðìå:
Òåîðåìà 17. Äëß ëþáîãî n > 1 åñëè |v|O = ωn+1 , B ∈ ∆−1v , À -
â.ï., B ≤T A ⊕WA , òî ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî D ∈ Σ−1c , ãäå
c <O v è |c|O = ωn , ÷òî B ≤T D ≤T A⊕WA .
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Ñëåäñòâèå 13. Ëþáàß 2-CEA, ∆−1v -ñòåïåíü ßâëßåòñß Σ−1c -
ñòåïåíüþ, ãäå |v|O = ωn+1 , c <O v è |c|O = ωn (n > 1).
Òàêæå äîêàçàíû òåîðåìû, äàþùèå îòðèöàòåëüíûå îòâåòû íà ñëåäó-
þùèå âîïðîñû î äàëüíåéøèõ âîçìîæíûõ îáîáùåíèßõ ýòîé òåîðåìû:
1) Ìîæíî ëè ñîõðàíèòü ðåçóëüòàò ýòîé òåîðåìû, åñëè îñëàáèòü å¼
óñëîâèß, çàìåíèâ êëàññ ìíîæåñòâ ∆−1v íà áîëåå îáùèé êëàññ Σ−1v ?
2) Ìîæíî ëè óñèëèòü ýòó òåîðåìó, ñäåëàâ ìíîæåñòâî D èç óñëîâèß
ïðèíàäëåæàùèì êëàññó Σ−1a äëß íåêîòîðîãî a òàêîãî, ÷òî |a|O < ωn?
3) Ìîæíî ëè îáîáùèòü ýòó òåîðåìó íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü èåðàð-
õèè Åðøîâà - íà óðîâåíü ∆−1v äëß íåêîòîðîãî v òàêîãî, ÷òî |v|O = ωω ?
Òåîðåìà 18. Äëß ëþáîãî n > 0 åñëè |a|O = ωn , òî ñóùåñòâóåò
ñîáñòâåííî Σ−1a -ìíîæåñòâî B , âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî â.ï. ìíîæåñòâà A <T B .
Ñëåäñòâèå 14. Äëß ëþáîãî n > 0 åñëè |a|O = ωn+1 , òî ñóùåñòâó-
åò ìíîæåñòâî B ∈ ∆−1a , âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîãî â.ï. ìíîæåñòâà A <T B , òàêîå, ÷òî (∀c <O b)(∀C ∈ Σ−1c )(B 6≡T
C), ãäå b <O a è |b|O = ωn .
Òåîðåìà 19. Ïóñòü |v|O = ωω , òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
B ∈ ∆−1v , âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî â.ï. ìíî-
æåñòâà A <T B , òàêîå, ÷òî (∀b <O v)(∀C ∈ Σ−1b )(B 6≡T C).
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ Àðñëàíîâó Ìàðàòó Ìèðçàåâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, èíòåðåñ ê
èññëåäîâàíèßì àâòîðà è ïîääåðæêó â ðàáîòå.
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